Chapitre 4

La transformation de Fourier

Notation : Pour x = (x1,...,%:), ¥ = (y1,-..,yn) € R”, on note par x.y leur
produit scalaire i.e. x.y = Y/"; x;y;.
Pour 6 € R on pose ¢/ = cos(8) +isin(0) avec i> = —1.

4.0.5 REMARQUE
Si A :R" — R" est une application linéaire alors (Ax).y = x.('Ay).

4.1 Transformation de Fourier sur L!(R",C)
Soit f € L'(R"), alors pour tout y € R" on a |f(x)e 2™¥| = |f(x)|, d’oit
S 1 f(x)e™ 2™ dx = [ |f(x)] dx = || f||1 < 400, on peut donc définir :

4.1.1 DEFINITION R
1. Soit f € L'(IR"). On appelle transformée de Fourier, la fonction f définie par

fly) = / f(x)e 2™ dx, Yy e R"
ou x.y = Y/ ; x;y; est le produit scalaire standard sur R".

2. La transformation de Fourier sur L!(IR") est I'application

YR — R
f — f

4.1.2 REMARQUE.

~
~ =

1. Ona f(y) = [, f(x)e™ 2™ dx = [, f(x)e*™ dx = f(—y).

2. On utilise aussi la notation .% ( f) pour désigner f.

Dans la partie qui va suivre on va énoncer les propriétés de base de la transformation
de Fourier.
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4.1.1 Propriétés de la transformée de Fourier

Les fonctions considérées seront dans L' (R").

1F oo < I £l

Démonstration: En effet, pour tout y € R", || f(y = | [ge [f(x)e 2™ | dx| <

Jre 1f ()] dx = || f[]1. .
L’application f: R" — C est continue.

Démonstration: Soit (yx) une suite dans R” telle que limy_, ;o yx = y. Alors
pour presque tout x € R" on a limy_, o, f(x)e 27 = f(x)e~ 2™, et comme
|f(x)e 2™Vk| = |f(x)| est intégrable et ne ~dépend pas de k, d’aprés le théo-
reme de convergence dominée limy_, ;o i f (k) = f(v). n

f = Jri f(
Si f(x) = f1<x1> o fulxa), alors f(y) = fi(y) - fulyn)-

Démonstration: Ceci est une conséquence du théoreme de Fubini et la propriété

de I’exponentielle :

efzimcy — efZimqyl ) 72i7rxnyn.

..e

Si f, ¢ € L}(R"), alors f x g € L1(R") etf/;q =fg

Démonstration: D’apres l'inégalité de Young, ||f * g|l1 < || f]1]|g]l1, dotu f x g €

L' (R™).

Pour y € R" fixé,ona f * g(y) = f]R" frg(x)e ™2™V dx = [0 [pn f(x—2)g(z)e ™V dzdx =
Jn 820275 fi £ — ) 2n2 dx) 4z = F(y) fye () 2%) dz = F(y) 2(v)m

4.1.7 DEFINITION
Soit f : R" — C.

1. Soit a € R". On définit I'opérateur translation 7, par :
wf(x) = f(x —a).

2. Pour A € R*. On définit I'opérateur dilatation o) par

X

O f(x) = F(3)

(a) Tuf(y) = e 2V F(y).
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b) o f(y) = [A]"f(Ay).
(c) Plus généralement, soit A une matrice inversible et A = R” — IR" l'iso-
morphisme linéaire (associé a A) alors :

—_— 1

foA(y) = WA(tA_l)(y)-

Démonstration: f o A(y [ f(Ax)e™27 dx, avec le changement de variable

z = Axona f 0 A(y) = [gn f(z)e 2mA 'z det(A~1)| dx. Finalement, comme
(A71z).y = z.(fA"ly), on obtlent

5 - —2irz.(fA™1y _ 1 frta—
FoAly) =ldet(A™)] [ fla)e =4 dx = gt FUAT ()

4.1.9 REMARQUE
Si A est une matrice orthogonale, i.e. /A.A = I alors ‘A1 = A et |det(A)| =1

la formule précédente nous donne alors : f/oj‘l = ]?o A.

En particulier, si f est radiale i.e. f ne dépend que de ||x||, alors £ est aussi
radiale.
En effet, f est radiale < f o A = f pour toute matrice A orthogonale.

[Lemme de Riemann-Lebesgue] Si f € L!(IR") alors limj,_ fly) =o.

Démonstration: D’apres la propriété , Jgo f(x 4 2)e™ 2™ dx = r/_z\f(y) =

Zimy]?( ). Si on pose z = \;H alors %7 = ¢ = —1let |z|]| = m D’ou,
= [ (f flx+2)) e 2™ dx. Ainsi, 2| f(y)| < [pu |f(x) — f(x +2)| dx =
||f - T—zf||1
~ 1
D’apres 3.2.10, lim |f(y)| < zlim|f —7_.f|1 = 0. n
[ly||— o0 2 20

Transformation de Fourier et différentiabilité

(a) Si||x||*f € LY(R"), alors :
FeCiRY) et (—1)MID*f = (2im)*lxef

pour tout v € IN”, || < k.

b) Si f € CF(IR") telle que pour tout « € IN", |a| < k on ait D*f € L'(R"),
alors :

Def = (2im)ly* f
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Démonstration: On va démontrer le résultat pour k = 1, i.e; pour les dérivées
partielles d’ordre 1, le cas général se fait par récurrence.

(@) On pose g(x,y) = fx)e 2™, alors £5 = —aierf(x)e 2™ et 75| <
i i
27t||x||| £ (x)| qui ne dépend pas de y et qui est dans L! par hypothese.

D’apres le théoréme de dérivation sous le signe

)

f(x)e—Ziﬂxy dy = — /]R” 87_1/] (f(x)e‘z”“”) dx = Zzn/n xjf(x)e‘zm"y dx.

(b) Par le théoreme de Fubini on se rameéne au cas n = 1. Alors, Comme et f
sont dans L!, le théoréme d’intégration par parties donne :

/ax dx_glér% (x)]i—/]Rf(x)dx

Ainsi, limy_, 4 f(x) et limy_, .« f(x) existent et comme f € L! ces limites sont
nécessairement égales a 0.

D’ou

L) = [ Lwermax = tim [fe 2] +ainy [ e ™ax = 2inyf(y)

A——o0

(Formule de transfert) Si f, ¢ € L'(IR"), alors :

x)dx = /]R" f(x)g(x)dx

Démonstration: Comme f, ¢ € L}(IR"), fetg € Cy C L®(R"), d’or fg et f§ €
L. Ainsi les deux intégrales sont bien définies.
Par le théoréme de Fubinion a :

[ Fgwax= [ ( [ Flae dz> o(x) dx
A )< / g(x)e 2 dx> dz= | f(2)3(z)dz

4.1.13 EXEMPLE. (i) soita > Oet f = 1|_,, Alors,siy # 0, fly) = [f e i dy =
sin(27tay

2 [y cos(2mxy) dx = 27— 27y et f(0) = [* dx =2a.
(i) g(x) = e *1g, . Alors f(y) = [ e e 2y dy = [ 77 e x(142i7y) gy = ﬁ
(iii) h(x) = xe *1R, . Alors h(x) = xg(x), d’otx

~193 -1 —2ir 1

h(y) = x3(y) = (y) =

2i7T dy 2im (1+2imty)2 (14 2imy)?’
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EXEMPLE (EXEMPLE FONDAMENTAL). f(x) = e ™IXI" = ¢="Tis % alors f = f.
Cet exemple est tres important, et la formule pour fpeut étre calculée de plusieurs
maniere en voici une, utilisant la propriété .

(i)Casn=1
Ona f/(x) = —2mxf(x), dou f' = 27txf ce qui donne 2iryf = —if’. Ainsi f est
solution de l’équation différentielle, —27tyf = if ie. f(y) = ce™ ™, etc = f(0) =
Jr e~ dx = 1. Finalement, f(y) = e~ ™",

(ii) Le cas n quelconque, s’obtient en utilisant la propriété .

Comme, f(x) = el = =7 o7 alors
. . N o, . o
f(y):fl(yl)fn(yn)ze L, e W = ¢ lyll .

4.1.2 Le théoréme d’inversion

On peut résumer les propriétés , et par

PROPOSITION

La transformation de Fourier ~: L'(IR") — Co(IR") est une application linéaire
continue de norme 1 de L!(IR") muni de la norme ||.||; dans C(R") est muni de la
norme ||. [|co-

On peut se poser les questions suivantes, l'opérateur précédent est-il injectif ?
surjectif ?

Le théoréme suivant donne une réponse positive a la premiere question.

On montre (voir le TD) qu'il existe des fonctions dans Cyp(R") qui ne sont pas
les transformées de Fourier d’aucune fonction intégrable i.e. 'opérateur n’est pas
surjectif.

THEOREME (THEOREME D'INVERSION)
Soit f € LY(R) telle que f € L!(R), alors f (x) = f(—x) p-p-

Démonstration: Soit ¢ : R" — R telle que ¢(x) = e~7Ix1? . Alors Jro @(x)dx = Tet
pour tout x € R”, lim; o+ (f%cp(x) = lim; o+ ¢(tx) = 1.

Par définition f (x) = [g. f(y)e 2™ dy

Comme |f(y)e 2™V ¢(ty) < |f(y)| qui est par hypothese dans L!, d’apres le le

théoreme de convergence dominée on a f (x) = lim, .o+ [, f(y)e 2™V ¢(ty) dy.
D’autre part, en utilisant le lemme de transfert, on a

Fe 2™ty dy = [ (D@etn)dy = [ () 0)ad)dy

R"

_ t‘”/ﬂ’rx(f)(y)ﬂ%)dy — /Wf(z—x)@(z)dz = fx(—x).
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Comme ¢;(z) =t~ "¢(¥) est une approximation de l'identité (voir 3.2.17),

lim; o+ f*¢r(—x) = f(—x) dans L!. D’apres 3.0.21, il existe une sous-suite { f * ¢z, }ren
qui converge presque partout i.e. limy_, , f * ¢, (—x) = f(—x) p-p.

Finalement,

F) = tim [ f)e @™ gl dy = lim foy(—x) = f(—x) pp.

k—+o00 JIR"

4.1.18 COROLLAIRE (THEOREME D’UNICITE)
La transformation de Fourier est injective i.e. si f,¢ € L'(R"), tels que f = g, alors

f(x) =g(x) pp.

Démonstration: La transformation de Fourier étant linéaire, il suffit de montrer que
f=0 = f=0.Comme f =0 € L!, le théoréme d’inversion s’applique et donne
f=0pp. n

4.1.20 COROLLAIRE
La transformation de Fourier ~: L'(R") — Co(IR") est un monomorphisme d’al-
gébre de Banach, o1 L' (R") est muni de la norme ||.||; et du produit de convolution,
alors que Co(IR") est muni de la norme |||« et de la multiplication ordinaire.

4.1.21 COROLLAIRE (L'IDENTITE DE PARSEVAL)
Si f € LY(R") N L2(R") alors f € L*(R") et

1Fll2 = 112

4.1.22 EXEMPLE. Si f(x) = e 1%, alors f(y) = w. Comme f € L}(RR), on peut appli-

quer le théoreme d’inversion pour obtenir,
]?(x) = f(—x) pour tout x € R ( car, f est continue). En utilisant la parité de f,

oo cos(27xy) dy — eIl

. s o
on obtient I'identité : [," 5 iy -

4.1.23 Exercice Soit f une fonction continue et positive sur R, et g la fonction caracteris-
tique d'un intervalle non vide et borné |a, b[. Montrer que la fonction i = fg est
dans L!(IR) mais que sa transformée de Fourier & n’est pas dans L!(R) .
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Solution: Soit M = m[a>g] f(x). On notera que M existe et est fini, puisque f € C(R).
x€la,
Alors ,
/ K| :/ F(x)dx < M(b —a) < co.
R a

Do, h € LY(R).
Réciproquement, on choisit (a,b) = (0,1), et soit g = x (1) et f(x) = V27, la
fonction constante. Alors,

h(t) = /01 e~ dx = —it {e‘it — 1} .

d’ou,
\E(t)] _ ]1 it

= |t||1 + sint — cos t|.

Clairement, en intégrant ‘E) sur R donne co. Ainsi, 1 ¢ L'(R). -

4.2 Transformation de Fourier sur L?(R",C)

4.2.1 L’espace de Schwartz

4.2.1 DEFINITION
1. Une fonction f € C*(IR") est a dite a décroissance rapide si pour tout k € IN, il
existe une constante Cy > 0 telle que pour tout x € R" on ait ||x||*|f(x)| < Ci.

2. L'espace de Schwartz S(IR") estI’espace de toutes les fonctions a décroissances
rapides ainsi que toutes leurs dérivées partielles i.e.

S(R") = {f € C*(R") | pour tout &, p € N", sup |XPD*f(x)| < 400 }

xeR”

4.2.2 REMARQUE
1. Soit f € S(R"), alors pour tout k € IN, lim;jy|_, 1o | x|[F £ (x) = 0.
En effet,
A+l = Pl = P = Y )
al(k — |a])! ! al(k — |a|)!

|a<k |al <k ’

Par suite, pour tout k € N et f € S(R"),

k! N

sup (1+ [|x|»)*f(x)| < ) W(SUP x| f(x)]) < 0.
xeR"? || <k = © xeR”

Comme pour tout k € IN, (1 -+ [|x[[?)[Jx][*[ f(x)| < (1 + [[x[|*)F|f(x)] < +oo,

il existe C > 0 tel que

[ x]¥[ £ (x)] < ﬁ donc tend vers 0 lorsque ||x|| — +oo.
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2. Pour tout P € R[xy,...,x,] et f € S(R"), la fonction produit P.f € S(R")
En effet, P.f est de classe C®, et x*D%(Pf) est une combinaison linéaire finie
de de terme de la forme xf' D% f(x), est donc bornée, puisque f € S(R").
3. Ona C®(R") Cc S(R") C LP(R") pour tout p € [1, +o0].
Ainsi, S(R") est dense dans L?(IR") pour p € [1, +oo].
Si f € C(R"), xPD*f(x) est a support compact, donc bornée.
Si f € S(IR"), alors f est bornée, d’ou S(R") C L®(R").
Soitp € [1,+oo[et f € S(R"), d’apres 1), il existe C > O telle que (1 + ||x[|2)"|f(x)],
d’ou
Jge [fIPdx < C [ de < +oo car 2np > n.
Ainsi f € LP(R").

% sont des élé-

2 2k 4 2
4.2.3 ExeMPLE. e~*I¥" avec a > 0, 7M™ avec k € IN, x3e2l*I” et e
ments de S.
3 . . . . .
Par contre, e~ lx H, e~ lxll , sin(x7) et toute fonction polynomiale non identique-

ment nulle, ne sont pas des éléments de S.

4.2.4 PROPOSITION
Si f € Sonapourtouty € N”, DVf et x7f sont dans S.

Démonstration: En effet, d’apres la formule Leibnitz x#D*(x7 f)(x) est une combinai-
son linéaire finie de termes de la forme x# D* f(x) est donc bornée sur R”, pour tout
a,p € N", par suite x7f € S. n

4.2.6 THEOREME
La transformation de Fourier est un isomorphisme linéaire de S(R") sur lui-méme.

Démonstration: Comme S C L, f est définie pour tout f € S.On pose S = {f | f €
St
Soit f € S. Montrons que pour &, 8 € IN" fixés, sup |[yPD*f(y)| < +oo.

xeR"
D’apres la propriété , D*f(y) = (—21’71)'”"9?‘7@) d’ou

YPDF(y) = s (2imy)P(~2i) <X (y) = (1)l (2i7m) 1P DB (x+ ) (). Comme

f €S, DF(x*f) € S, de sorte que DF(x*f) € L!, et donc Dﬁ/(XTf) € L™, ainsi f € S.
OnadoncS C S parsuite™: S — S.
Comme ~: S — §, on peut appliquer la formule d’'inversion de Fourier, de sorte

~

que pour tout f € Sona f(—x) = f(x), d’ou la surjectivité de”; l'injectivité est
vérifiée, car S C L!. Par suite la transformation de Fourier de S sur lui-méme est
bijective. m
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4.2.8 COROLLAIRE
si f,g € Salors:

1)7%45
2) fxg=fg

Démonstration: 1. Onl’a déja montrer, propriété , pour L! elle est donc valable
en particulier pour S.

2. Par la bijectivité de la transformation de Fourier sur S , il existe u,v € S tels
que f = et g = D alors, fg(x) = 10(x) = u*0(x) = uxv(—x) d’oit fe(x) =
f*g [

4.2.10 COROLLAIRE (L'IDENTITE DE PARSEVAL)
1. Pour tout f € Sona |[f|2 = |Ifll2

2. Pour tout f,g € S(R"), (f,3) = (f,8).

Démonstration: 1. Soit f,g € S(IR"), alors = fg = f * § en particulier pour y = 0
ona:
Rnf(X)g(X)dx:fg(O) f*8(0)= f( )8(—2)dz
Sionposeg = f,alors g(—z) = } = Jro f(x)e¥™ 2 dx = [, f(x)e 2% dx =
f(2). On obtient finalement,

IfI3= [, refdr= [ F2)7@)dz = |73

2. On utilise I'identité de polarisation. n

4.2.2 Transformation de Fourier sur L2

On va maintenant étendre la transformation de Fourier de S(IR") a L?(R"). On
remarquera qu’on ne peut pas étendre directement la formule de la transforma-
tion de Fourier, & L?(RR), en effet si f € L?(IR")\ L'(R") alors [p, f(x)e*™ dx
diverge pour tout y € R"; donc ]?n’a pas de sens en général pour f € L?*(IR").
Pour surmonter cette difficulté, on va utiliser la densité de 1'espace de Schwartz
S(R") dans L?(R") et le théoréme de prolongement des application uniformément
continues (voir Annexe), pour étendre de fagon unique la transformation unitaire
~: S(R") — S(R") en une transformation unitaire .# : L2(R") — L?(IR"), appelée
transformation de Fourier-Plancherel.
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4.2.12 THEOREME (FOURIER-PLANCHEREL)
Pour tout f € L?(R"), on associe une fonction .7 (f) € L*(IR") telle que :

1.
2.
3.

Flsmwn) = lsmrn)

Pour tout f € L2(R"), Z(Z(f))(x) = f(—x) p-p-

(identité de Parseval) Pour f € L2(R"), ||.Z(f) 2 = |Ifll2,
et pour f, ¢ éléments de L?(R") on a:

(Z(f), 7)) =(f.8)

Si f € LY(IR") N L2(R"), alors Z (f) = f

i.e. les transformations de Fourier et de Fourier-Plancherel coincident dans
LY(R") N L?(R").

L'application f — % (f) est une application unitaire de 'espace de Hilbert
L?*(R") sur lui-méme.

Pour f € L?>(IR") on pose

n(y) = /R Ljeny f(x)e 2™ dx, Wy € R,

et

1pn(x) = ﬂ{“x||<n}j(f)(t)€2mﬁ dt, Vx e ]Rn,
RIT -

alors || @, — Z(f) ||]2 — Oet ||, — f|l2 = 0 quand n — oo,

Démonstration: 1. Comme S(R") est dense dans L?(IR") et que™: S(R") — S(IR")

est une application unitaire d’apres le théoreme de prolongement, il existe une
et une seule application linéaire continue .% : L2(R") — L?(IR") telle que pour
tout f € S(R") on ait Z(f) = f.

Soit f € L?(IR"), il existe une suite f; € S(R"), telle que limy_, || fx — fll2 =
0. Alors .Z (f) = limj_, oo fr-

Alors (7 (f))(x) = F(F (limy oo fi))(3) = limy oo fi(x) = limg oo fi(—

f(=x).

Comme . et ||.||2 sont continues on a
17Nz =1l tim filla = tm [lfill2= lim Ifillz =l lim fill2 = [lf]2,

d’ot1 I'identité de Parseval.

Soit ¢, € CZ, telle que 0 < ¢, < 1et ¢, =1 dans B(0,n).

Alors pour tout g € S on a (fcpn, ) = (]? Png) = [ f@ = Jri fPng =
Sz £ F(n8) = g F (f)Png = (F (f), $n8) = (T f()Pn,8)-

Dot ((Ff — u g ) = O pour tout g € Sie. (Ff— f)p, € St. Comme S
est dense dans L2, (Z f — f)¢, = 0 ce qui entraine que .Zf = f sur B(0,n)
pour tout n,ie. Z f = f n

x)
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REMARQUE
On voit que I'espace L?(IR") se comporte mieux par rapport a la transformation
de Fourier, puisque c’est une application unitaire de L?(IR") sur lui-méme, alors
que pour L!(IR") il n’est pas facile de caractériser I'image de la transformation de
Fourier.

Cependant, I'expression de la transformée de Fourier .7 (f) est moins simple
pour f € L*(R"), que pour f € L'(R"), puisqu’elle se calcule par passage a la
limite.

EXEMPLE. Soit f = e~*lg, € L'(R) NLA(R). Alors f(y) = 1377 € L*(R) \ L'(R).
Alors la transformation de Fourier-Plancherel nous donne : .# (.Z(f))(x) = f(—x)

ie. ) - 5 <1> (x) = {0 six >0

14 2imty e six <0

Exercice Soit f € LY(R") telle que f € L'(R"). Montrer que f € L}(R") N L2(R™).

Solution: Comme f et f sont dans L' (IR"), on peut appliquer le théoreme d’inversion
pour obtenir une fonction ¢ € Cy(IR") qui coincide avec f presque partout. D'ot,
sans perte de généralité, il suffit de montrer que g € L?(IR").

Comme g € Cyo(R"), il existe une boule fermée Br(0,7), telle que en dehors de
cette boule |g(x)| < 1. De plus, |g| atteint son maximum M dans Br(0, r), ainsi

sl = [ g@Pars [ gl P

]R"\BF(O,T)
< / M2+/ x)|dx
BF(O,T) ]R\BF(O,Y) |g( )|
< M*u(Bp(0,r)) + || fll1 < co. »

On notera que par l'identité de Parseval, on a aussi

feLY(R)NLA(R).

4.2.3 Annexe

THEOREME (LE THEOREME DE PROLONGEMENT)
Soit (E,dg) un espace métrique, D C E une partie dense et (F,dr) un espace mé-
trique complet.

Soit f : A — F une application uniformément continue.

Alors, il existe une unique application uniformément continue f : E — F telle

que flp = f.

En particulier
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COROLLAIRE

(E, ||.||g) est un espace vectoriel normé, D un sous-espace vectoriel dense de E et
(F, ||.|lr) est un espace de Banach. Alors pour toute application linéaire continue
D — F, il existe une unique application linéaire continue f : E — F telle que,

]i:
flp = f.

Démonstration: Comme f est linéaire continue, pour tout x, x’ € E, || f(x) — f(x')[|r <
| f1|-|[x — x'|| £, elle est en particulier uniformément continue, d’apres le théoreme de
prolongement, il existe une unique application uniformément continue f : E — F
telle que f|p = f.

Soit x,x" € E wa et B € C. Par densité, il existe {x,}, {x],} dans D telles que
lim, ey, = x et lim, s X}, = x'. Alors, par continuité on a f(ax + px') =
F (i oo (@ + Bxy)) = limy, 40 Jfg"‘xn + Bay) = limys oo f ((axn + Bxy,)) =
limy o af(xn) + Bf(x),) = af(x) + Bf(x). D’ou f est linéaire.



